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3.3 Mod̀ele ǵeoḿetrique inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
3.3.1 D́efinition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.2 Calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .22
3.3.3 Exemple : voir TD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23
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Chapitre 1

Représentation des transformations
rigides

Ce chapitre contient des rappels mathématiques sur les transformations rigides et
l’orientation des corps dans l’espace [Murray 94, Renaud 86, Craig 89].

1.1 Notations et d́efinitions

L’objet de ce paragraphe est de fournir un ensemble de définitions math́ematiques
précises pour l’́etude des ḿecanismes polyarticulés.

1.1.1 Points

Soit un rep̀ere orthonorḿe cart́esien not́eR = (O, x, y, z) selon la convention de
Gibbs. Laposition d’un pointM est donńee par un triplet decoordonńees. On choisit
par commodit́e de repŕesenter ces coordonnées par un vecteurm deR3, sous la forme
d’une matrice colonne :

m =

mx

my

mz

 .

Le mouvementdu point est la courbe paramétŕeem(t) deR3 donnant sa position au
cours du temps. Le support du mouvement (la courbe non paramétŕee) est latrajectoire
du point.

1.1.2 Solides

Un solideS est ditindéformablesi, pour toute paire de points de ce solide de coor-
donńeesm etn , ||m(t)− n(t)|| = ||m(0)− n(0)|| = constante au cours du temps. Par
la suite, les solides seront tous considéŕes comme ind́eformables.

Le mouvement rigided’un solideS, consid́eŕe comme un sous-ensemble deR3 est
le mouvement de chacun de ses points.



1.2. Rotations 2

La situationd’un solideS est donńee par la position et l’orientation dansR d’un
rep̀ere líe à ce solide.

1.1.3 Transformations rigides

On appelletransformation rigidele résultat d’un mouvement rigide amenant le so-
lide d’une situation initialèa une situation finale. Une transformation rigide est repré-
sent́ee par une application unique qui transforme les coordonnées des points du solide
S de leur position initiale vers leur position finale.

A l’inverse, une application représentera une transformation rigide si elle conserve
à la fois les distances et l’orientation. Cela signifie notamment qu’un repère orthonorḿe
direct reste orthonorḿe direct par application d’une telle transformation.

1.2 Rotations

1.2.1 Matrice de rotation

Soit deux rep̀eres orthonorḿes directsR = (O, x, y, z) etR′ = (O, x′, y′, z′)
partageant la m̂eme origineO. Soitx′, y′, z′ les coordonńees des vecteurs de la baseR′

exprimés dansR :

x′ =

x′.xx′.y
x′.z

 , y′ =

y′.xy′.y
y′.z

 et z′ =

z′.xz′.y
z′.z

 .

La matriceR = (x′ y′ z′) de dimension3 × 3 est appeĺeematrice de rotation(ou
encorematrice de passageou matrice de changement de base) du rep̀ereR vers le
rep̀ereR′. Elle peut en effet̂etre vue comme la matrice rendant compte de la rotation
d’un solide líeà un rep̀ere orthonorḿe, initialement enR, et d́eplaće enR′ par la rotation
autour deO, conforḿementà la figure 1.1.

O

z′ z

y

M
x

y′

x′

FIG. 1.1 – Changement de base des coordonnées d’un point
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1.2.2 Rotation d’un point appartenant à un solide

Le rep̀ereR préćedent est un rep̀ere fixe cart́esien orthonorḿe. Soientm = (mx my mz)
T

etm′ = (m′
x m′

y m′
z)
T les coordonńees d’un pointM respectivement dansR etR′.

Les coordonńees des vecteurs de la baseR′ exprimées dansR étant (toujours) notées
x′, y′, z′, les coordonńees deM dansR sont donńees par :

m = m′
xx

′ +m′
yy

′ +m′
zz

′

soit encore sous forme matricielle :

m =
(
x′ y′ z′

) m′
x

m′
y

m′
z


c’est-̀a-dire :

m = Rm′. (1.1)

Cette relation rend compte du changement de base des coordonnées d’un point. On
peut en faire une analyse en terme de rotation si l’on considère queM est un point
d’un solideS (en pointilĺes sur la figure 1.2) ayant effectué, autour deO, une rotation
de matriceR. Alors m′ repŕesentent les coordonnées initiales deM dansR etm ses
coordonńees finales, toujours dansR, une fois la rotation effectúee.

O

z′ z

y

M
x

y′

x′

FIG. 1.2 – Rotation d’un solide autour d’un point fixe

1.2.3 Exemple

On consid̀ere la rotation d’un pointM de coordonńees initiales(
√

3 0 1)T dansR,
comme cela est représent́e à la figure 1.3 page suivante. On chercheà d́eterminer les
coordonńees du point transforḿe par une rotation de centreO et d’angleθ, autour dez.
Les coordonńees des vecteurs de base deR′ dansR sont :

x′ =

cos θ
sin θ

0

 , y′ =

− sin θ
cos θ

0

 et z′ =

0
0
1


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M

θ

y′

z= z′O x

y
x′

FIG. 1.3 – Exemple de rotation plane

si bien que la matrice de rotation deR versR′, not́eeR(z, θ), est :

R(z, θ) =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 .

Les coordonńees du pointM dansR′ sont :

m′ =

√3
0
1

 .

DansR ses coordonńees sont :

m =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

 √3
0
1

 =

√3 cos θ√
3 sin θ
1

 .

Commeévoqúe pŕećedemment, on peut vérifier qu’il s’agit aussi des coordonnées dans
R d’un point qui initialement en(

√
3 0 1)T se trouverait d́eplaće enM sous l’effet de

la rotation deR versR′. A titre d’exemple, pourθ = π
3

(c’est le cas de la figure 1.3)

m = (
√

3
2

3
2

1)T .

1.2.4 Rotation d’un vecteur

La rotation s’applique aussi bieńevidemment aux vecteurs. Les coordonnées d’un
vecteur sont en effet la différence des coordonnées de deux points deR3. On peut ainsi
appliquer la rotatioǹa un vecteur de coordonnéesv = m− n dansR :

m− n = Rm′ −Rn′ = R(m′ − n′),

soit, en posantv′ = m′ − n′ :
v = Rv′.
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1.2.5 Propriétés des rotations

La matrice de rotationR, par d́efinition, est constitúee de colonnes orthonormales et
donc :

RTR = I.

Par ailleurs, on montre que :
detR = 1

et que les propriét́es suivantes sont vérifiées :

1. La combinaison de deux rotationsR1 etR2 est la rotationR1R2.

2. Il existe un uniquéelément neutre, qui est la matrice identité d’ordre31.

3. A une matrice de rotationR il existe une unique inverseR−1 = RT , par d́efinition
deSO(3).

Par ailleurs, une rotation est une transformation rigide car :

1. ||Rm−Rn|| = ||m− n||, ∀m, n ∈ R3 ;

2. R(v × w) = Rv ×Rw, ∀v, w ∈ R3.

1.2.6 Combinaison de rotations

Soient deux rotationsR1 etR2, alorsR1R2 6= R2R1 ; ces deux produits ont chacun
une signification, que nous allonsétudier maintenant.

Deux cas se présentent pour combiner deux rotations :
– soit on effectue la seconde rotation par rapport au repère ŕesultant de la première

rotation ;
– soit on effectue les deux rotations par rapportà un unique rep̀ere, fixe.

SoitR′ etR′′ les rep̀eres ŕesultant des deux rotations successives du repère fixeR. Dans
les deux caśevoqúes pŕećedemment, le rep̀ereR′ résulte de la rotationR1 deR autour
d’un axe líe au rep̀ere fixeR. Ensuite, les deux cas préćedents donnent :

– dans le premier casR′′ résulte de la rotation deR′ autour d’un axe líe àR′ ;
– dans le second casR′′ résulte de la rotation deR′ autour d’un axe líe àR.

Nous allons maintenant examiner ces deux cas.

Premier cas Ce cas peut̂etre analyśe comme un problème de changement de base.
SoitM de coordonńees respectivesm, m′, m′′ dans les rep̀eresR, R′ etR′′. Alors :

m = R1m
′

m′ = R2m
′′

et donc :
m = R1R2m

′′.

Comme nous l’avons vu préćedemment, les coordonnéesm deM dansR sont aussi
les coordonńees d’un point de coordonnéesm′′ dansR auquel on aurait appliqué les

1Les matrices identités, quel que soit leur ordre sont notéesI.
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deux rotations successives. Par exemple considérons la combinaison des deux rotations
suivantes :

– une premìere rotation d’un angleπ
4

autour dez ;
– une seconde rotation d’un angleπ autour de l’axey′ résultant de la première

rotation.
Ceci correspond̀a l’illustration de la figure 1.4. On considère le point de coordonnées

z′′

O

π
4

z z′

M

x

x′

x′′
π

y′

FIG. 1.4 – Rotations successives autour d’axes non fixes

m′′ = (
√

2 0 0)T dansR′′ et on souhaite exprimer ses coordonnées dansR. On a donc :

m =


√

2
2

−
√

2
2

0√
2

2

√
2

2
0

0 0 1

 −1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 √2
0
0

 =

−1
−1
0

 .

Ceci correspond̀a la combinaison des deux rotations suivantes :
– une premìere rotation d’un angleπ

4
autour dez ;

– une seconde rotation d’un angleπ autour de l’axey′.

Second cas Ce cas peut̂etre analyśe comme un problème de rotations successives d’un
point. La transformation d’un point de coordonnées initialesm′′ dansR donne un point
intermédiaire, qui, transforḿe par la seconde rotation donne un point de coordonnéesm
dansR parR2. Ainsi :

m = R2(R1m
′′).
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Pour comparer avec le premier cas, vu préćedemment, considérons la combinaison des
deux rotations suivantes :

– une premìere rotation d’un angleπ
4

autour dez ;
– une seconde rotation d’un angleπ autour de l’axey fixe.

Ceci correspond̀a l’illustration de la figure 1.5. On considère le point de coordonnées

z′′

O

π
4

z z′

x

x′

π

M
x′′

y

FIG. 1.5 – Rotations successives autour d’axes fixes

initialesm′′ = (
√

2 0 0)T dansR (et donc de coordonnées finalesm′′ dansR′′). On a :

m =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 
√

2
2

−
√

2
2

0√
2

2

√
2

2
0

0 0 1

 √2
0
0

 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 1
1
0

 =

−1
1
0

 .

1.2.7 Repŕesentation de l’orientation d’un solide dans l’espace

La donńee d’une base attachéeà un solideS en rotation d́etermine de manière unique
son orientation dans l’espace. Différentes représentations peuventêtre utiliśees pour
cela, avec pour chacune avantages et inconvénients.
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Matrice de rotation et cosinus directeurs

On consid̀ere la rotation d’un rep̀ereR vers un rep̀ereR′. La matrice de rotationR
est une matrice de dimension3× 3 à valeurs dansR :

R =

xx yx zx
xy yy zy
xz yz zz

 .

Leséléments de cette matrice sont appeléscosinus directeurscar ils repŕesentent les co-
ordonńees des trois vecteurs de la baseR′ exprimés dansR. Par d́efinition, les colonnes
deR sont orthogonales entre elles et par conséquent la connaissance de deux colonnes
suffit. En robotique, on omet ainsi souvent la seconde colonne :

R =

xx ∗ zx
xy ∗ zy
xz ∗ zz

 .

Les six param̀etres restant sont appeléscosinus directeurs incomplets. Par ailleurs les
colonnes deR formant une base orthonormée :

– les deux colonnes restantes sont orthogonales et donc :

xxzx + xyzy + xzzz = 0 ;

– les deux colonnes restantes sont de norme unité et donc :

x2
x + x2

y + x2
z = 1,

z2
x + z2

y + z2
z = 1.

Il existe donc six param̀etres líes entre eux par trois relations si l’on définit l’orientation
d’un solide par une matrice de rotation. Malheureusement, les relations liant les cosinus
directeurs incomplets ne permettent pas de fournir trois paramètres uniques, mais une
collection de solutions : il faut donc conserver ces six paramètres ou utiliser un autre
mode de repŕesentation de l’orientation.

Angles d’Euler classiques

Les angles d’Euler classiquespermettent de d́ecrire l’orientation d’un solide par
trois rotations successives donnant au solide l’orientation en question. Les rotations
successives, conforḿementà la figure 1.6 page suivante, sontR(z, ψ), R(xψ, θ) et
enfinR(zθ, ϕ) où xψ et zθ sont d́eduits des vecteurs du repère de base conforḿement
à la figure 1.6 page suivante. Les anglesψ, θ et ϕ sont connus respectivement sous
les termes deprécession, nutationet rotation propre. Chaque nouvelle rotatiońetant
effectúee par rapport̀a un rep̀ere ayant tourńe :

R = R(z, ψ) R(xψ, θ) R(zθ, ϕ).
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x

z

ψ

xψ

zψ

θ

xθ

zθ

y y
ψ

y
θϕ

zϕ

y
ϕ

xϕ

FIG. 1.6 – Rotations successives dans le paramétrage par les angles d’Euler

Sous forme d́evelopṕee :

R =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1


soit finalement :

R =

cosψ cosϕ− sinψ cos θ sinϕ − cosψ sinϕ− sinψ cos θ cosϕ sinψ sin θ
sinψ cosϕ+ cosψ cos θ sinϕ − sinψ sinϕ+ cosψ cos θ cosϕ − cosψ sin θ

sin θ sinϕ sin θ cosϕ cos θ

 .

La transformation inverse permet d’établir les angles d’Euler̀a partir des cosinus direc-
teurs2 :

• si zz 6= ±1 :

ψ = atan2(zx,−zy),
θ = acoszz,
ϕ = atan2(xz, yz).

• si zz = ±1 :

θ = π(1− zz)/2,
ψ + zzϕ = atan2(yx, xx),

et doncψ etϕ sont ind́etermińes.

Angles roulis, tangage et lacet

Pour cette représentation, la litt́erature donne de nombreuses définitions [Paul 81,
Craig 89, Khalil 99, Renaud 86]. Ces angles, très utiliśes par les anglo-saxons et donc
par les industriels, portent les noms deroll , pitch et yaw en anglais. Il s’agit en fait
d’angles d’Euler non classiques en cela que les rotations s’effectuent autour d’axes fixes.

Nous adoptons la d́efinition de [Craig 89] : les rotations successives, conformément
à la figure 1.7 page suivante, sontR(x, γ), R(y, β) puisR(z, α). Les anglesγ, β, etα
sont respectivement désigńes sous les noms d’angles deroulis, tangageet lacet. Chaque

2Pour cela il faut d́efinir la fonction atan2, qui permet d’associer l’unique angle−π < x 6 π tel que
x = atan2(sinx, cosx).
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x

z

y

β
γ

α

FIG. 1.7 – Rotations successives dans le paramétrage par les angles de roulis, tangage
et lacet

nouvelle rotatiońetant effectúee par rapport̀a un axe du rep̀ere fixeR :

R = R(z, α) R(y, β) R(x, γ).

Sous forme d́evelopṕee :

R =

cosα − sinα 0
sinα cosα 0

0 0 1

  cos β 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cos β

 1 0 0
0 cos γ − sin γ
0 sin γ cos γ

 ,

soit finalement :

R =

cosα cos β − sinα cos γ + cosα sin β sin γ sinα sin γ + cosα sin β cos γ
sinα cos β cosα cos γ + sinα sin β sin γ − cosα sin γ + sinα sin β cos γ
− sin β cos β sin γ cos β cos γ


La transformation inverse permet d’établir les angles de roulis, tangage et lacetà partir
des cosinus directeurs :

• si β 6= ±π
2

:

α = atan2(xy, xx),
β = atan2(−xz,

√
x2
x + x2

y),
γ = atan2(yz, zz).

• si β = ±π
2

:

α− signe(β) γ = atan2(zy, zx),
(ouα− signe(β) γ = −atan2(yx, yy) équivalent . . . normalement),

et doncα etγ sont ind́etermińes.

1.3 Transformations rigides

1.3.1 Matrices de passage homogènes

Une transformation rigide résulte en ǵeńeral de la combinaison d’une translation et
d’une rotation. Elle est d́efinie par la paire(p, R) avecp la translation de l’origine du
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O′

z′

y′

O

z

x

y
M

p

x′

FIG. 1.8 – Transformation rigide du solideS

rep̀ere líe au solideS en mouvement (voir figure 1.8). L’ensemble des transformations
rigides :

SE(3) = {(p, R)/p ∈ R3, R ∈ SO(3)} = R3 × SO(3)

est appeĺegroupe sṕecial euclidien.
Soientm = (mx my mz)

T etm′ = (m′
x m

′
y m

′
z)
T les coordonńees d’un pointM

respectivement dansR etR′. La transformation rigide résultant de la translationp du
rep̀ereR puis de la rotation du repère obtenu versR′, il en d́ecoule que :

m = p+Rm′ (1.2)

Ceci peut se mettre sous forme linéaire en introduisant lescoordonńees homog̀enes
du pointM qui sont repŕesent́ees par un vecteur de dimension4× 1 :

m̄ =


mx

my

mz

1

 =

(
m
1

)
dansR et m̄′ =


m′
x

m′
y

m′
z

1

 =

(
m′

1

)
dansR′.

On peut alors exprimer la transformation rigide (1.2) par la relation matricielle :(
m
1

)
=

(
R p
0 1

) (
m′

1

)
(1.3)

que l’on notera :
m̄ = Tm̄′

en posant :

T =

(
R p
0 1

)
.

La matriceT , ditematrice de passage homogène, décrit ainsi le passage du repèreR au
rep̀ereR′ et donc la transformation rigide(p, R).
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1.3.2 Propriétés des transformations rigides

On montre les propriét́es suivantes :

1. Soit deux transformations rigides représent́ees par leurs matrices homogènes :

T1 =

(
R1 p1

0 1

)
, T2 =

(
R2 p2

0 1

)
.

Alors :

T1T2 =

(
R1R2 R1p2 + p1

0 1

)
, (1.4)

ce qui implique que la combinaison de deux transformations rigides est bien une
transformation rigide.

2. La matrice identit́e d’ordre4 est la transformation rigide identité.

3. D’après le produit (1.4) l’inverse d’une transformation rigide(p, R) est repŕesent́ee
par :

T−1 =

(
RT −RTp
0 1

)
.

Il s’agit donc de la transformation rigide(−RTp, RT ).



Chapitre 2

Description des bras manipulateurs

On se propose par la suite d’établir les mod̀eles ǵeoḿetriques et cińematiques des
bras manipulateurs. Pour cela on définit la forme des chaı̂nes cińematiques qui seront
étudíees et le paraḿetrage usuel de ces structures [Renaud 96]. .

2.1 Châıne cinématique d’un bras manipulateur

On ne consid̀ere ici que les systèmes ḿecaniques composés de châınes cińematiques
polyarticuĺees ouvertes, appelésbras manipulateurssérie. La figure 2.1 montre les deux
structures les plus répandues dans l’industrie :

– les bras manipulateursde type anthropomorphe, à six liaisons rotöıdes, d’usage
géńeral ;

– les bras manipulateursde type SCARA, qui sont fŕequemment utiliśes dans les
cellules de production pour les opérations de palettisation.

FIG. 2.1 – Bras manipulateurs de type anthropomorphe et SCARA

On supposera par la suite les bras manipulateurs constitués den corps mobiles,
suppośes parfaitement rigides, reliés entre eux parn liaisons rotöıdes et/ou prismatiques
formant une structure de chaı̂ne simple (voir figure 2.2 page suivante). Pour identifier la
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C1 C2 Cn−1 Cn

liaison

corps corps corps corps

liaison liaison liaisonliaison(corpsC0)
bâti

L1 L2 L3 Ln−1 Ln

FIG. 2.2 – Châıne cińematique d’un bras manipulateur série

nature de lai-ème liaison du bras manipulateur, on définit le param̀etre :

σi =

{
0, pour une liaison rotöıde,

1, pour une liaison prismatique.

On d́esigne fŕequemment les bras manipulateurs en acollant les lettresR (pour rotöıde)
et P (pour prismatique) pour d́ecrire la succession des liaisons. Par exemple un bras
manipulateur de type anthropomorphe sera désigńe par le sigle6R alors qu’un bras ma-
nipulateur de type SCARA sera de typeRRP ouRRPR (il existe plusieurs variantes).

2.2 Param̀etres de Denavit-Hartenberg modifíes

La technique la plus répandue pour d́ecrire la ǵeoḿetrie d’un bras manipulateur1

consisteà utiliser lesparam̀etres de Denavit-Hartenberg modifiés [Khalil 86]. On as-
socie aui-ème corps le rep̀ereRi = (Oi, xi, yi, zi), aveci = 0, 1, . . . , n. Pour
placer les rep̀eresR1 àRn−1 selon la r̀egle des param̀etres de Denavit-Hartenberg mo-
difiés, il convient de suivre les règles suivantes (voir figure 2.3 page suivante), pour
i = 2, 3, . . . , n :

– Oi−1 est le pied de la perpendiculaire commune aux axes des liaisonsLi−1 etLi,
situé surLi−1. Si les axes des liaisons sont parallèles, il faut choisir arbitrairement
une perpendiculaire commune ;

– xi−1 est le vecteur unitaire de cette perpendiculaire commune, orienté deLi−1

versLi. Si les axes des deux liaisons sont concourants ou confondus, l’orientation
est arbitraire (r̀egle avant, droite, haut) ;

– zi−1 est un vecteur unitaire de l’axe de la liaisonLi−1, librement orient́e. On
privil égie ǵeńeralement les d́ebattements positifs pour les liaisons prismatiques et
on syḿetrise ǵeńeralement par rapportà 0 le d́ebattement des liaisons rotoı̈des ;

– y
i−1

est tel que le rep̀ereRi−1 soit orthonorḿe direct.

Ensuite, le rep̀ereR0 est d́efini librement en suivant des considérations de simplicit́e.
De même, le pointOn est choisi de façoǹa annuler un maximum de paramètres. Un
pointOn+1 est associé à l’OT du bras manipulateur, selon des critères oṕerationnels :
typiquement, si le bras manipulateur estéquiṕe d’une pince, le pointOn+1 repŕesentera

1A la fois celleà laquelle on attribue la plus grande géńeralit́e [Gorla 01] et la plus intuitive en pratique.
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axe liaison
Li−1

xi−1

zi−1

ai−1

Oi−1

Ωi−1

Li

axe liaison

xi
Oi

xi

xi−1

zi

θi

ri

zi

zi

αi−1

FIG. 2.3 – Param̀etres de Denavit-Hartenberg modifiés

le centre de ses mors. On choisit alors enfinRn de sorte que le pointOn+1 se situe dans
le planRi = (On, xn, zn), conforḿementà la figure 2.4.

O

z

x

y

On

On+1

zn

xn

an

rn+1

FIG. 2.4 – Placements respectifs des repèresRn et du pointOn+1

Les rep̀eresétant choisis, la situation du repère d’un corps respectivementà celle du
rep̀ere du corps suivant peutêtre d́efinie conforḿementà la figure 2.3. Les param̀etres
αi−1, ai−1, θi etri, aveci = 1, 2, . . . , n, plaćes sur cette figure sont appelés param̀etres
de Denavit-Hartenberg modifiés. Textuellement, on peut les définir comme suit :

– αi−1 : angle alǵebrique entrezi−1 et zi, mesuŕe autour dexi−1 ;
– ai−1 : distance arithḿetique de la perpendiculaire commune aux axes des liaisons
Li−1 etLi mesuŕee le long dexi−1 ;
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– θi : angle alǵebrique entrexi−1 etxi, mesuŕe autour dezi ;
– ri : distance alǵebrique du pointOi à la perpendiculaire, mesurée le long dezi.

Les param̀etres de Denavit-Hartenberg modifiés permettent de déterminer de manière
unique la configuration des corps et donc la géoḿetrie du bras manipulateur. Lorsque
l’on modélise une bras manipulateur, il est souhaitable de représenter celui-ci dans une
configuration particulìere, pour visualiser plus facilement les paramètres et annuler cer-
tains param̀etres constants. On obtient alors les paramètres constantsαi−1, ai−1, θi et
ri et la configuration des liaisons décrite par les param̀etresθi et ri variables. A la fi-
gure 2.5, on a explicité un exemple de paramétrage dans le cas d’un bras manipulateur
de type6R.

a2

x3

r7r4

O7

x4, x5, x6

Organe terminalz4, z6

z3 z5

O0, O1, O2 O4, O5, O6

z0, z1

z2

x0, x1, x2

articulationi 1 2 3 4 5 6

σi 0 0 0 0 0 0

αi−1 0
π

2
0

π

2
−π

2
π

2
ai−1 0 0 a2 0 0 0

θi q1 q2 q3 q4 q5 q6

ri 0 0 0 r4 0 0

O3

FIG. 2.5 – Reṕerage et paraḿetrage d’un bras manipulateur de type6R selon la ḿethode
des param̀etres de Denavit-Hartenberg modifiés
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2.3 Relations ǵeométriques

Conforḿement au paraḿetrage de Denavit Hartenberg modifié, la matrice de rota-
tion entre les corpsCi−1 etCi est donc :

Ti−1, i =


1 0 0 0
0 cosαi−1 − sinαi−1 0
0 sinαi−1 cosαi−1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

R(xi−1, αi−1)


1 0 0 ai−1

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸
translation deai−1xi−1


cos θi − sin θi 0 0
sin θi cos θi 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

R(zi, θi)


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 ri
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

translation derizi

soit :

Ti−1, i =


cos θi − sin θi 0 ai−1

cosαi−1 sin θi cosαi−1 cos θi − sinαi−1 −ri sinαi−1

sinαi−1 sin θi sinαi−1 cos θi cosαi−1 ri cosαi−1

0 0 0 1

 (2.1)

qui prend la forme :

Ti−1, i =

(
Ri−1, i pi−1, i

0 1

)
oùRi−1, i repŕesente la rotation entre les repèresRi−1 etRi etpi−1, i la translation entre
ces m̂emes rep̀eres.



Chapitre 3

Modélisation des bras manipulateurs

3.1 Configuration et situation d’un bras manipulateur

De manìere classique, laconfigurationd’un syst̀eme ḿecanique est connue quand la
position de tous ses points dansR0 est connue [Neimark 72]. Pour un bras manipulateur,
elle est d́efinie par un vecteurq den coordonńees ind́ependantes appeléescoordonńees
géńeralisées. La configuration est alors naturellement définie sur un espaceN dont la
dimensionn est appeĺeeindice de mobilit́e.N est appeĺeespace des configurations. Les
coordonńees ǵeńeraliśees correspondent aux grandeurs caractéristiques des diff́erentes
articulations : angles de rotation pour les liaisons rotoı̈des, translations pour les liaisons
prismatiques. On noteq = (q1 q2 . . . qn)

T .
La situationx de l’OT du bras manipulateur est alors définie parm coordonńees

indépendantes ditescoordonńees oṕerationnelles, qui donnent la position et l’orienta-
tion de l’OT dansR0. On d́efinira ǵeńeralement la situation en fonction de la tâcheà
accomplir : par exemple on pourra ne considérer que la position de l’OT et non plus son
orientation. Dans tous les cas, la situation de l’OT est d́efinie sur un espaceM, de dimen-
sionm 6 6, appeĺe espace oṕerationnel[Khatib 86]. On notex = (x1 x2 . . . xm)T .
Le choix le plus commun pour les paramètres de position est celui des coordonnées
cart́esiennes. L’expression de l’orientation de l’OT dépend du choix des paramètres an-
gulaires (voir section 1.2.7).

3.2 Modèle ǵeométrique direct

3.2.1 D́efinition

Le mod̀ele ǵeoḿetrique direct(MGD) d’un bras manipulateur exprime la situation
de sonOT en fonction de sa configuration1 :

f : N −→ M
q 7−→ x = f(q).

(3.1)

1Autrement dit ses coordonnées oṕerationnelles en fonction de ses coordonnées ǵeńeraliśees.



3.2. Modèle ǵeométrique direct 19

3.2.2 Calcul

Le calcul duMGD consiste donc̀a exprimer la position du pointOn+1 et l’orientation
du rep̀ereRn li é à l’OT, en fonction de sa configuration. Il faut pour cela multiplier les
matrices de passage homogènes successives reliant le repèreR0 li é au b̂ati au rep̀ereRn

li é à l’OT :
T0,n(q) = T0,1(q1) T1,2(q2) . . . Tn−1,n(qn). (3.2)

La matrice :

T0,n =

(
R0,n p0,n

0 1

)
permet donc de connaı̂tre l’orientation de l’OT dans le rep̀ere de base et la position
p0,n = (px py pz)

T du pointOn. Comme pŕećedemment, on note :

R0,n =

xx yx zx
xy yy zy
xz yz zz


et l’on rappelle qu’il suffit de connaı̂tre les premìere et troisìeme colonne de cette
matrice pour d́efinir de manìere unique l’orientation du repère terminal. La position
(x1 x2 x3)

T du pointOn+1 se d́eduit alors facilement, compte tenu des coordonnées
(an 0 rn+1)

T deOn+1 dansRn :

x1 = px + anxx + rn+1zx,
x2 = py + anxy + rn+1zy,
x3 = pz + anxz + rn+1zz.

(3.3)

3.2.3 R̀egles pratiques

Les r̀egles pŕećedentes permettent de programmer aisément le calcul nuḿerique
du MGD. Le calcul analytique permet de diminuer de manière conśequente le nombre
d’opérations. Pour cela la connaissance de certaines règles et propríet́es permet de sim-
plifier le calcul :

– les notationśetant ǵeńeralement lourdes, on adopte un certain nombre de conven-
tions. On note, pouri, j, . . . compris entre 1 etn :

Si = sin qi

Ci = cos qi

Si+j = sin (qi + qj)

Ci+j = cos (qi + qj)

. . .

Par ailleursà chaque nouvelle opération effectúee on d́efinit une variable in-
termédiaire qui permet de n’effectuer qu’une fois un produit ou une addition sur-
venantà de nombreuses reprises ;
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– si l’on mène le calcul en effectuant le produit (3.2)à rebours (de droitèa gauche)
on peut s’abstenir de calculer la seconde colonne des différentes matrices. En
effet, si l’on consid̀ere le produit de deux matrices de passage homogènesA etB,
avecB posśedant une seconde colonne indétermińee donne :

a11 a12 a13 0
a21 a22 a23 0
a31 a32 a33 0
0 0 0 1



b11 ∗ b13 0
b21 ∗ b23 0
b31 ∗ b33 0
0 0 0 1

 =


a11b11 + a12b21 + a13b31 ∗ a11b13 + a12b23 + a13b33 0
a21b11 + a22b21 + a23b31 ∗ a21b13 + a22b23 + a23b33 0
a31b11 + a32b21 + a33b31 ∗ a31b13 + a32b23 + a33b33 0

0 0 0 1

 .

– si deux transformations se composent aisément on effectue tout d’abord leur pro-
duit : c’est le cas en particulier de la transformation dueà deux rotations succes-
sives d’axes parallèles. Par exemple si l’on considère deux rotations pures succes-
sives de−q1 et−q2 autour d’un m̂eme axey

1
= y

2
:

C1 0 −S1 0
0 1 0 0
S1 0 C1 0
0 0 0 1



C2 0 −S2 0
0 1 0 0
S2 0 C2 0
0 0 0 1

 =


C1+2 0 −S1+2 0

0 1 0 0
S1+2 0 C1+2 0

0 0 0 1


3.2.4 Exemple

On traite ici le cas du bras manipulateur de type6R dont le paraḿetrage áet́e établi
préćedemment̀a la figure 2.5 page 16. On calcule tout d’abord les matrices de passage
homog̀enes successives. D’après ( 2.1 page 17), on obtient :

T0, 1 =


C1 −S1 0 0
S1 C1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 T1, 2 =


C2 −S2 0 0
0 0 −1 0
S2 C2 0 0
0 0 0 1



T2, 3 =


C3 −S3 0 a2

S3 C3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 T3, 4 =


C4 −S4 0 0
0 0 −1 −r4
S4 C4 0 0
0 0 0 1



T4, 5 =


C5 −S5 0 0
0 0 1 0
−S5 −C5 0 0
0 0 0 1

 T5, 6 =


C6 −S6 0 0
0 0 −1 0
S6 C6 0 0
0 0 0 1


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La multiplication des matrices, selon les règles pŕećedemment́enonćees fait apparaı̂tre
les variables auxiliaires suivantes :

D1 = a2C2

D2 = a2S2

D3 = C5C6

D4 = −S5C6

D5 = C4D3 − S4S6

D6 = C4S5

D7 = S4D3 + C4S6

D8 = S4S5

D9 = C2+3D5 + S2+3D4

D10 = C2+3D6 + S2+3C5

D11 = r4S2+3 +D1

px = C1D11

py = S1D11

pz = −r4C2+3 +D2

xx = C1D9 + S1D7

xy = S1D9 − C1D7

xz = S2+3D5 − C2+3D4

zx = C1D10 + S1D8

zy = S1D10 − C1D8

zz = S2+3D6 − C2+3C5

yx = zy xz − zz xy
yz = zx xy − zy xx
x1 = px + r7 zx
x2 = py + r7 zy
x3 = pz + r7 zz

La situation est alors donnée par :
– position dansR0 :

x1 = px + r7 zx
x2 = py + r7 zy
x3 = pz + r7 zz

– orientation dansR0, avec les cosinus directeurs incomplets :

x4 = xx
x5 = xy
x6 = xz
x7 = zx
x8 = zy
x9 = zz

– orientation dansR0, avec les angles d’Euler :
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• si zz 6= ±1 :

x4 = ψ = atan2(xz,−yz)
x5 = θ = acoszz
x6 = ϕ = atan2(xz, zy)

• si zz = 1 :

x5 = π(1− zz)/2
x6 + zzx6 = atan2(yx, xx)

3.3 Modèle ǵeométrique inverse

3.3.1 D́efinition

Le mod̀ele ǵeoḿetrique inverse(MGI) d’un bras manipulateur permet d’obtenir la
ou les configurations correspondantà une situation de l’OT donńee. UnMGI est donc tel
que :

f−1 : M −→ N
x 7−→ q = f−1(x).

(3.4)

La résolubilit́e du MGI, c’est-̀a-dire l’existence d’un nombre fini de solutions est
fondamentale en matière de conception. Supposons que la situationx d’un bras ma-
nipulateurà n liaisons soit expriḿee par un nombrem minimal de param̀etres (voir
section 1.2.7). Supposons par ailleurs quex soit une situation accessible par le bras ma-
nipulateur, c’est-̀a-dire que la situation appartientà l’ espace de travail2. Alors (dans la
majorit́e des cas) :

– si n < m, il n’existe pas de solution auMGI ;
– si n = m, il existe un nombre fini de solutions en dehors de certaines configura-

tions, appeĺeesconfigurations singulìeres ;
– si n > m, il existe une infinit́e de solutions.

On sait que dans les cas où n < 6 les bras manipulateurs sont toussolubles, c’est-̀a-dire
qu’il existe une solution connue auMGI. C’est aussi le cas de la plupart des structuresà
six liaisons, notamment celles possédant unpoignet sph́erique(trois dernìeres liaisons
rotöıdes concourantes). Enfin, seul le calcul duMGI permet de connaı̂tre le nombre de
solutions.

3.3.2 Calcul

Il n’existe pas de ḿethode analytique systématique pour calculer leMGI. Le mieux
est de reprendre leśequations duMGD, préalablement calculé et de mener le calculà
l’envers. Le calcul se fait alors au cas par cas. Il est géńeralement aiśe pour un bras
manipulateur̀a moins de six axes, comme les bras manipulateur de type SCARA. Dans

2Il n’est pas toujours facile de savoir si c’est le cas.
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le cas òu n = 6, l’existence d’un poignet sphérique permet de d́ebuter la ŕesolution par
l’inversion du syst̀eme 3.3, soit :

px = x1 − anxx − rn+1zx,

py = x2 − anxy − rn+1zy,

pz = x3 − anxz − rn+1zz.

On ŕesout ensuite le système d’́equations non-lińeaires que constitue leMGD, pour ex-
primer lesqi, pouri = 1, 2, . . . , n en fonction depx, py, pz et des cosinus directeurs.

3.3.3 Exemple : voir TD

3.4 Modèle cińematique direct

3.4.1 D́efinition

Le mod̀ele cińematique direct(MCD) du bras manipulateur donne la relation entre
lesvitesses oṕerationnellesẋ et lesvitesses ǵeńeraliséesq̇ du bras manipulateur :

ẋ = Jq̇, (3.5)

où J = J(q) est lamatrice jacobiennede la fonctionf , de dimensionm× n :

J : TqN −→ TxM

q̇ 7−→ ẋ = Jq̇, où J =
∂f

∂q
.

La matrice jacobienne représente l’application lińeairedf entre les espacesTqN et
TxM, respectivement tangentsàN enq et àM enx = f(q).

On peut alternativement définir le mod̀ele diff́erentiel direct(MDD) qui donne l’ac-
croissement infinit́esimaldx de la situation en fonction d’un accroissementdq de la
configuration :

dx = Jdq.

3.4.2 Calcul

Le calcul duMCD, dans le cadre ǵeńerique, ne sera pas vu dans ce cours. On remar-
quera simplement que pour des structures simples leMCD peutêtre obtenu par simple
dérivation duMGD. Ceci n’estévidemment plus valable pour des structures possédant
plus de quatre liaisons.

3.4.3 Intérêt et exemple : voir TP (si le temps le permet)



Annexe A

Modélisation d’un bras manipulateur
de type SCARE

A.1 Robot de type SCARA : présentation

On d́esigne commuńement sous l’appellation derobots de type SCARAdes robots
à quatre axes dont la chaı̂ne cińematique estRRPR. La figure A.1 repŕesente deux
mod̀eles industriels de robots de type SCARA. Le second de ces robots, le Samsung
RSM-5, sera l’objet de notréetude.

(a) Robot EPSON EL-653M (b) Robot Samsung RSM-5

FIG. A.1 – Exemples de robots de type SCARA

A cause de leur cińematique, ces robots sont bien adaptésà tous les travaux de ma-
nipulation de palettes, de boı̂tes ou de cartouches, ou plus géńeralement d’objets devant
être saisis et d́eplaćes soit parall̀element, soit perpendiculairementà l’horizontale. On
les rencontre notamment sur des chaı̂nes de production (voir figure A.2).
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A.2 Robot Samsung RSM-5 : mod́elisation

Les caract́eristiques principales du robot Samsung RSM-5 sont donnéesà la figure
A.3. Le sch́ema A.3(a) permet notamment de comprendre la cinématique de ce robot.

1. On rappelle que le robot est de typeRRPR, les deux dernières articulations
concernant la montée–descente et la rotation de l’organe terminal autour de son
axe. Dessiner le schéma cińematique de ce robot.

A.2.1 Géométrie du robot

Espace de travail

On s’int́eresse tout d’abord̀a l’espace de travail du robot. En l’absence d’obstacles
particuliers, le premier axe vertical, les butées articulaires du robot et bienévidemment
la longueur des diff́erents axes constituent les seules limitations de l’espace de travail
du robot.

1. Relever les valeurs des butées articulaires du robot.

2. Le robotétant syḿetrique, ses butées ont́et́e plaćees en respectant cette symétrie.
Repŕesenter en vue de dessus (et en grand) les positions limites du robot, lorsque
celui-ci est en but́ee sur les articulations 1 et 2. Il est conseillé de respecter une
échelle coh́erente.

3. Sur cette m̂eme figure, dessiner l’enveloppe de l’espace de travail, dans un plan
horizontal donńe (les articulations 3 et 4 ne sont pas actionnées). Cela se fera
aiśement̀a l’aide d’un compas et d’un rapporteur (à d́efaut, essayer d’être ŕealiste).

4. Donner les points particuliers de cette enveloppe.

5. Quelle est la dimension de l’espace opérationnel du robot ? Toutes les articulations
influent-elles de manière identique sur la position de l’organe terminal ? D’après
ces remarques, représenter sur un schéma en perspective l’allure du volume de
travail du robot, pour une orientation quelconque de son organe terminal.

6. Pouréviter la collision de l’organe terminal avec le premier corps vertical, l’or-
gane terminal ne peut s’approcherà moins de155 mmcet de l’axe de ce corps.
Vérifier que cette condition est remplie. On se remémorera pour cela l’antique
théor̀eme d’Al Kashi.

On souhaite maintenantétablir le mod̀ele ǵeoḿetrique direct du robot.

Paramétrage

1. Quelle pŕecaution concernant la configuration du robot est préconiśee dans le
cours pour placer les repères selon la convention de Denavit-Hartenberg ? Si nécessaire
refaire un sch́ema cińematique du robot dans une configuration adaptée.
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2. Placer les rep̀eresR0 àR5 sur le sch́ema, en respectant les conventions de pa-
ramétrage vues en cours (paramètres de Denavit-Hartenberg modifiés).

3. Rassembler dans un tableau les paramètres de Denavit-Hartenberg modifiés :
ai−1, αi−1, ri, θi, dont on rappellera brièvement la d́efinition. On ajouteràa ce
tableau une ligne donnant la valeur des paramètres de configuration, notésqi, dans
la configuration du sch́ema cińematique.

4. Relever les valeurs nuḿeriques de ces paramètres. On continuera néanmoins les
calculs en conservant les notations symboliques. Les valeurs numériques seront
utilisésà des fins de v́erification.

Modèle ǵeométrique direct

1. Rappeler la d́efinition du mod̀ele ǵeoḿetrique direct. On noteraq la configuration
du robot etx sa situation. Quelle sont les dimensions respectives deq etx ? Quel
est le degŕe de libert́e de l’organe terminal du robot ?

2. Rappeler la formulation ǵeńerale de la matrice de passageTi−1, i d’un rep̀ereRi−1

à un rep̀ereRi, dans le cas òu l’on respecte la convention des paramètres de
Denavit-Hartenberg modifíes.

3. Calculer les matrices de passage successives du robotTi−1, i, pouri = 0, 1, . . . , 5.
On noteraCi = cos qi, Si = sin qi, Ci+j = cos qi+j etSi+j = sin qi+j, . . .

4. Multiplier les matrices de passage entre elles (dans le bon ordre) pour obtenir
le mod̀ele ǵeoḿetrique direct du robot. On prendra là encore soin de respecter
les recommandations du cours concernant la méthode de calcul. En particulier,
on introduira des variables intermédiaires not́eesD1, D2, . . ., à chaque nouvelle
addition ou multiplication entre variables déjà d́efinies.

5. Vérifier le mod̀ele obtenu dans au moins deux configurations : la configuration du
sch́ema cińematique et une configuration plus quelconque, par exemple corres-
pondant̀a un des points particuliers relevés sur l’enveloppe de l’espace de travail.

6. Donner l’orientation de l’organe terminal exprimée par les angles d’Euler. Est-ce
la repŕesentation de l’orientation de l’organe terminal adaptée au robot́etudíe ?
Proposer une alternative.

Modèle ǵeométrique inverse

1. Rappeler la d́efinition du mod̀ele ǵeoḿetrique inverse. D’après la premìere ques-
tion de la section A.2.1, que peut-on dire sur le nombre de solutions admises par
ce mod̀ele ?

2. Calculer le mod̀ele ǵeoḿetrique inverse du robot.

Modèle cińematique direct

1. Rappeler la d́efinition du mod̀ele cińematique direct du robot et de sa matrice
jacobienne, notéeJ(q).



A.2. Robot Samsung RSM-5 : mod́elisation 27

2. Si l’on repŕesente l’orientation de l’organe terminal du robot par l’angle de lacet
α = x4, on a : 

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


vx
vy
vz
ωz

 = J(q)


q̇1
q̇2
q̇3
q̇4

 .
Calculer la matrice jacobienneJ(q) en d́erivant leséquations du mod̀ele ǵeoḿe-
trique direct.

3. Le rang de la matrice jacobienne, c’est-à-dire le nombre maximum de lignes ou
de colonnes ind́ependantes, donne le degré de libert́e de l’organe terminal. En
effet, celui-ci correspond̀a la valeur maximale du rang deJ(q), lorsqueq balaie
l’espace des configurations. Pour le robotétudíe,J(q) est de dimension4 × 4 et
de rang maximuḿegalà 4. On en d́eduit que le rang deJ(q) n’est plus maximal
lorsque son d́eterminant s’annule.
Calculer l’expression du d́eterminant deJ(q). Pour quelles configurations ce dé-
terminant s’annule-t-il (on appelle ces valeurs lesconfigurations singulìeresdu
robot) ? Commenter.



FIG. A.2 – Exemples d’utilisation du robot Samsung RSM-5

(a) Sch́ema et dimensions (b) Spécifications constructeur

FIG. A.3 – Caract́eristiques du robot Samsung RSM-5
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