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Chapitre 1

Représentation des transformations
rigides

Ce chapitre contient des rappels n@tiatiques sur les transformations rigides et
I'orientation des corps dans I'espace [Murray 94, Renaud 86, Craig 89].

1.1 Notations et éfinitions

L'objet de ce paragraphe est de fournir un ensembleé&di@itions matematiques
précises pour Btude des mcanismes polyarticés.

1.1.1 Points

Soit un regre orthonorra carésien na@ R = (O, z, y, z) selon la convention de
Gibbs. Laposition d’un point)/ est donie par un triplet deoordonrges On choisit
par commodit de repesenter ces coordo@es par un vecteun deR?, sous la forme
d’'une matrice colonne :

Le mouvemendu point est la courbe par@téem(t) deR? donnant sa position au
cours du temps. Le support du mouvement (la courbe non @arzen est ldrajectoire
du point.

1.1.2 Solides
Un solideS est ditindeformablesi, pour toute paire de points de ce solide de coor-
donreesm etn , ||m(t) — n(t)|| = ||/m(0) — n(0)|| = constante au cours du temps. Par

la suite, les solides seront tous coress comme ingformables.
Le mouvement rigide’un solideS, considré comme un sous-ensembleReest
le mouvement de chacun de ses points.
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La situationd’un solideS est donge par la position et I'orientation daf& d’'un
repere lié a ce solide.

1.1.3 Transformations rigides

On appellgransformation rigidde résultat d’'un mouvement rigide amenant le so-
lide d’une situation initialeéd une situation finale. Une transformation rigide est&epr
senée par une application unique qui transforme les coorédesmles points du solide
S de leur position initiale vers leur position finale.

A linverse, une application repsentera une transformation rigide si elle conserve
a la fois les distances et I'orientation. Cela signifie notamment qu’uresgrthonorra
direct reste orthonoréndirect par application d’une telle transformation.

1.2 Rotations

1.2.1 Matrice de rotation

Soit deux repres orthonori@s directsk = (O, z, y, z) etR' = (O, 2, ¥/, 2')
partageant la @me origineD. Soitz’, i/, 2’ les coordonées des vecteurs de la bdge
exprimes dansk :
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La matriceR = (2’ 3/ 2’) de dimensior8 x 3 est appeétematrice de rotation(ou
encorematrice de passageu matrice de changement de baghi regere R vers le
repereR’. Elle peut en effebtre vue comme la matrice rendant compte de la rotation
d’un solide lea un regre orthonorrg, initialement erk, et cepla@ enR’ par la rotation
autour deD, conformémenta la figure 1.1.

FiG. 1.1 — Changement de base des cooréesrd’un point
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1.2.2 Rotation d’'un point appartenanta un solide

Le repereR préecedent est un reépe fixe caiésien orthonorm@. Soientn = (m, m, m.)"
etm’ = (m), m;, m.)" les coordonées d’'un point)/ respectivement dar® et R’
Les coordonées des vecteurs de la ba8éexprimees dansk étant (toujours) nées
2,y 2, les coordonées deV/ dansR sont donges par :

_ o o o
m=m,T +m,y +m,z

soit encore sous forme matricielle :

c'esta-dire :
m = Rm'. (1.1)

Cette relation rend compte du changement de base des coésfodinn point. On
peut en faire une analyse en terme de rotation si 'on cénsidue)M est un point
d’'un solideS (en pointilles sur la figure 1.2) ayant effeéuautour deO, une rotation
de matriceRR. Alors m’ repesentent les coordoaas initiales de\/ dansR et m ses
coordoniees finales, toujours daf, une fois la rotation effecte.

/
z

z

FIG. 1.2 — Rotation d’'un solide autour d’'un point fixe

1.2.3 Exemple

On consiere la rotation d’'un poini/ de coordonges initialev/3 0 1) dansR,
comme cela est repsent a la figure 1.3 page suivante. On cheréhdéterminer les
coordoniees du point transforenpar une rotation de centéeet d’anglef, autour dez.
Les coordonaes des vecteurs de baseRiedansR sont :

cos —sinf 0

= |sinf |,y =1 cosf | etz = {0

0 0 1
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FiG. 1.3 — Exemple de rotation plane

si bien que la matrice de rotation @versR’, noteR(z, 0), est:

cos —sinf 0
R(z, 0) = [ sin@ cosf O
0 0 1

Les coordonées du poinf\/ dansR’ sont :

V3
m =10
1
DansR ses coordonges sont :
cos@ —sinf 0 \/§ \/gcosﬁ
m= |sinf cosf O 0 | =1+3sind
0 0 1 1 1

Commeévoqte pecedemment, on peugévifier qu'il s'agit aussi des coordoaas dans
R d’'un point qui initialement ert/3 0 1)7 se trouverait dpla@& en)M sous l'effet de
la rotation deR versR'. A titre d’exemple, pout) = % (c'est le cas de la figure 1.3)

m = (%g ST

1.2.4 Rotation d’'un vecteur

La rotation s’applique aussi bi@videmment aux vecteurs. Les coordeas d’'un
vecteur sont en effet la défence des coordoaas de deux points d&. On peut ainsi
appliquer la rotatiord un vecteur de coordoaasy = m — n dansk :

m—n=Rm' — Rn' = R(m' —n),

soit, en posant’ = m’ —n':
v = Rv.
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1.2.5 Propriétées des rotations

La matrice de rotatio®, par cefinition, est constitéie de colonnes orthonormales et
donc:
R'R=1.
Par ailleurs, on montre que :
det R=1
et que les propétes suivantes songvifiees :
1. La combinaison de deux rotatioly et R, est la rotationR; Rs.
2. |l existe un uniqueelement neutre, qui est la matrice ideatitordre3?.
3. Aune matrice de rotatioR il existe une unique inverse—! = R’ , par cefinition

deSO(3).
Par ailleurs, une rotation est une transformation rigide car :
1. ||[Rm — Rn|| = ||m — nl||, Vm, n € R3;

2. R(vx w) = Rv x Rw, Yv, w € R3.

1.2.6 Combinaison de rotations

Soient deux rotation®; et Ry, alorsR; Ry, # R, R;; ces deux produits ont chacun
une signification, que nous allogsudier maintenant.

Deux cas se @sentent pour combiner deux rotations :

— soit on effectue la seconde rotation par rapport aemegsultant de la prerare

rotation ;

— soit on effectue les deux rotations par rap@oun unique regre, fixe.
SoitR' etR” les regeres esultant des deux rotations successives deresfixeR. Dans
les deux cagvoqies pecdemment, le regeR’ résulte de la rotatio®; de R autour
d’'un axe |é au repre fixeR. Ensuite, les deux casgumédents donnent :

— dans le premier caR” résulte de la rotation dB’ autour d’'un axe BaR';

— dans le second c&®” résulte de la rotation dR' autour d’un axe BaR.
Nous allons maintenant examiner ces deux cas.

Premier cas Ce cas peuétre analyé comme un proeime de changement de base.
Soit M de coordonées respectives, m’, m” dans les represR, R’ etR". Alors :

m = Rym

m = Rom”
etdonc:

m:Rlem”.

Comme nous l'avons vu pcedemment, les coordoaasm de M dansR sont aussi
les coordonaes d’'un point de coordoBesm” dansR auquel on aurait appligules

Les matrices identits, quel que soit leur ordre sont @es!.
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deux rotations successives. Par exemple c@nsits la combinaison des deux rotations
suivantes :
— une premgre rotation d’un angl€ autour dez ;
— une seconde rotation d’'un angteautour de I'axey’ résultant de la prerare
rotation. a
Ceci correspona l'illustration de la figure 1.4. On congice le point de coordomes

FiG. 1.4 — Rotations successives autour d’axes non fixes

m” = (v/200)" dansR” et on souhaite exprimer ses coordéas dang. On a donc :

220\ /-1 0 0\ [V2 ~1
m=(2 £ o]0 1 0 0 ]=[-1
o o0 1/ \0 0o -1/\o0 0

Ceci correspond la combinaison des deux rotations suivantes :
— une premgre rotation d’'un angl€ autour dez ;
— une seconde rotation d’un angteautour de I'axe;’.

Second cas Ce cas peltre analyé comme un proeime de rotations successives d'un
point. La transformation d’un point de coord@®s initialesn” dansRk donne un point
intermédiaire, qui, transfor@par la seconde rotation donne un point de coorédesn
dansR par R,. Ainsi :

m = RQ(leN).
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Pour comparer avec le premier cas, vag@demment, cons@ons la combinaison des
deux rotations suivantes :

— une premgre rotation d’un angl€ autour dez ;

— une seconde rotation d’'un angteautour de I'axey fixe.
Ceci correspona l'illustration de la figure 1.5. On consice le point de coordores

FiG. 1.5 — Rotations successives autour d’axes fixes

initialesm” = (v/2 0 0)” dansR (et donc de coordor@es finalesn” dansR”). On a :

~1.0 0\ [ -2 0\ [V2 ~10 0 (1 ~1
m=10 1 0|2 £ o|{o])=(0 1 0|[1]=]1
00 -1/ \0o 0 1/\0 0 0 —1

1.2.7 Repgesentation de I'orientation d’un solide dans I'espace

La donree d’'une base attaéba un solideS en rotation étermine de magre unique
son orientation dans I'espace. [@fentes re@sentations peuverétre utilies pour
cela, avec pour chacune avantages et inepi@nts.
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Matrice de rotation et cosinus directeurs

On consi@re la rotation d’un regre’R vers un repre’R’. La matrice de rotatioi
est une matrice de dimensi8rx 3 a valeurs dan® :

Ty Yz Rz
R= 1z, y, 2
:'EZ yZ ZZ

Lesélements de cette matrice sont aggselosinus directeursar ils repésentent les co-
ordonrées des trois vecteurs de la b@&eexprimés dansk. Par cfinition, les colonnes
de R sont orthogonales entre elles et par @&ngent la connaissance de deux colonnes
suffit. En robotique, on omet ainsi souvent la seconde colonne :

Ty * 2
R=1z, x z
T, * 2,

Les six pararmatres restant sont apgsicosinus directeurs incompletBar ailleurs les
colonnes d&: formant une base orthonoga :
— les deux colonnes restantes sont orthogonales et donc :

TpZyp + Tyzy + 2,2, =0
— les deux colonnes restantes sont de normewgtitdonc :

2 2 2 _
v, +o, o, = 1

22+ 273 +22 = 1.
Il existe donc six paragtres Ies entre eux par trois relations si I'ogfahit I'orientation
d’un solide par une matrice de rotation. Malheureusement, les relations liant les cosinus
directeurs incomplets ne permettent pas de fournir trois petresiunigques, mais une
collection de solutions : il faut donc conserver ces six p&tads ou utiliser un autre
mode de re@sentation de I'orientation.

Angles d’Euler classiques

Les angles d’Euler classiquepermettent de &kcrire I'orientation d’'un solide par
trois rotations successives donnant au solide l'orientation en question. Les rotations
successives, confo@menta la figure 1.6 page suivante, saRitz, ), R(z,, 0) et
enfin R(z,, ©) ol z,, etz, sont ceduits des vecteurs du e de base confor@ment
a la figure 1.6 page suivante. Les anglesf et ¢ sont connus respectivement sous
les termes derécessionnutation et rotation propre Chaque nouvelle rotatioatant
effectlee par rappora un regre ayant tour@ :

R = R(z,v¢) R(zy,0) R(zp, ¢)-
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FIG. 1.6 — Rotations successives dans le p&taage par les angles d’Euler

Sous forme dvelopjee :

cosyy —siny 0 1 0 0 cosp —singp 0
R=[sinyY cosy 0 0 cosf —sinf sinp cosp 0
0 0 1 0 sinf cosé 0 0 1

soit finalement :
cos 1 cosp —siny cosfsing —cosysinp —siny cosfcosp  sinysind
R = | sinycosy + cosypcosfsinp —sinysing + cosycosfcosey —cossinb
sin # sin ¢ sin f cos ¢ cos 6

La transformation inverse permetdablir les angles d’Eulex partir des cosinus direc-
teurs :

e Siz, £A+1:
Y = atanz,, —z,),
# = acosz,,
e = atanz,, y.).
e Siz, = +1:

0 = n(1-—2,)/2,
v+ 2z, = atany,, z,.),
et doncy et sont incdetermires.

Angles roulis, tangage et lacet

Pour cette ref@sentation, la litrature donne de nombreusediditions [Paul 81,
Craig 89, Khalil 99, Renaud 86]. Ces anglegstutili®s par les anglo-saxons et donc
par les industriels, portent les noms dl, pitch et yaw en anglais. Il s’agit en fait
d’angles d’Euler non classiques en cela que les rotations s’effectuent autour d’axes fixes
Nous adoptons la&finition de [Craig 89] : les rotations successives, conformant
a la figure 1.7 page suivante, sadtz, v), R(y, 5) puis R(z, «). Les anglesy, [, eta
sont respectivemengégigrés sous les noms d’anglesmelis, tangageetlacet Chaque

2Pour cela il faut éfinir la fonction atan2, qui permet d’associer 'unique angte < = < = tel que
x = atanZsin z, cos x).
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FIG. 1.7 — Rotations successives dans le p&taage par les angles de roulis, tangage
et lacet

nouvelle rotatioretant effectée par rappord un axe du regre fixeR :
R = R(z,a) R(y, 8) R(z,7).

Sous forme évelopee :

cosae —sina 0 cosf 0 sinf 1 0 0
R=|sina cosa 0 0 1 0 0 cosy —sinvy |,
0 0 1 —sinf 0 cospf 0 siny cosvy

soit finalement :

cosacos3 —sinacosy+ cosasinFsiny  sinasiny + cosasin 3 cosy
R = | sinacosf3 cosacosy+sinasinfFsiny — cosasiny + sin asin (3 cosy
—sin 3 cos (3 siny cos (3 cosy

La transformation inverse permetéedablir les angles de roulis, tangage et lacetartir
des cosinus directeurs :

o Siff# L7
a = atanz,, z,),
B = atan2—z., /i + 1),
v = atany., z,).

o sSiff==7:

a—signdj3) v = atanz,, z),
(oua —signg) v = —atany,, y,) équivalent ... normalement)

et donca et~ sont incetermires.

1.3 Transformations rigides

1.3.1 Matrices de passage homeges

Une transformation rigidegsulte en gréral de la combinaison d’une translation et
d’'une rotation. Elle est&finie par la pairdp, R) avecp la translation de 'origine du
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FiG. 1.8 — Transformation rigide du solide

repere lié au solideS en mouvement (voir figure 1.8). L'ensemble des transformations
rigides :
SE(3)={(p, R)/peR? Re SO3)} =R>x SO(3)
est appet groupe sgcial euclidien
Soientm = (m, m, m.)" etm’ = (m/, m; m/,)" les coordonées d’un point\/
respectivement dar® et R'. La transformation rigideasultant de la translationdu
repere’R puis de la rotation du re&pe obtenu ver®’, il en decoule que :

m =p+ Rm/ (1.2)

Ceci peut se mettre sous formedaire en introduisant lesoordonrées homognes
du pointM qui sont repesenées par un vecteur de dimensiox 1 :

My ml,
!/ !/
m=|""|=(") dansR et/ = m}/ = (™) dansR’.
m, 1 m, 1
1 1

On peut alors exprimer la transformation rigide (1.2) par la relation matricielle :

(1)-G D) =
que lI'on notera :

en posant :

-5 1)

La matriceT’, dite matrice de passage homeg décrit ainsi le passage du @R au
repereR’ et donc la transformation rigide, R).
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1.3.2 Propriétées des transformations rigides

On montre les propeies suivantes :
1. Soit deux transformations rigides régsenées par leurs matrices honmeoges :

_ Rl D1 o R2 P2
=5 h)m- (5 %)

R{Ry R +
TlTQ:( 102 11721 291)7 (1_4)

ce qui implique que la combinaison de deux transformations rigides est bien une
transformation rigide.

Alors :

2. La matrice identi d’ordre4 est la transformation rigide idergit
3. D’apres le produit (1.4) I'inverse d’une transformation rigigee R) est repesenée

par :
RT —RTp
-1
r _(0 1 )

Il s’agit donc de la transformation rigide- R”p, RT).



Chapitre 2

Description des bras manipulateurs

On se propose par la suiteédiablir les modles gonetriques et ciamatiques des
bras manipulateurs. Pour cela ogfidit la forme des cliaes cirematiques qui seront
etudies et le paraétrage usuel de ces structures [Renaud 96]. .

2.1 Chane cinematique d’'un bras manipulateur

On ne considre ici que les sygmes nécaniques compés de chines cirematiques
polyarticukes ouvertes, appbras manipulateursérie. La figure 2.1 montre les deux
structures les plugpandues dans I'industrie :

— les bras manipulateude type anthropomorpha six liaisons rotes, d’'usage

geréeral ;

— les bras manipulateude type SCARAqui sont féquemment utiliss dans les

cellules de production pour les @mtions de palettisation.

FIG. 2.1 — Bras manipulateurs de type anthropomorphe et SCARA

On supposera par la suite les bras manipulateurs codstitan corps mobiles,
supposs parfaitement rigides, réb entre eux par liaisons rotddes et/ou prismatiques
formant une structure de cime simple (voir figure 2.2 page suivante). Pour identifier la
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bati . I L L s
(corpsCy) liaison liaison liaison liaison liaison
Ly Ly L3 L,y L,

FIG. 2.2 — Chéne cirematique d’'un bras manipulatewarie

nature de la-eme liaison du bras manipulateur, cafidit le pararetre :

0, pour une liaison rofiale,
0; = - . .
' 1, pour une liaison prismatique.

On designe fequemment les bras manipulateurs en acollant les lgtt{gsur rotdde)

et P (pour prismatique) pourétrire la succession des liaisons. Par exemple un bras
manipulateur de type anthropomorphe se¥sigie par le sigleé R alors qu’un bras ma-
nipulateur de type SCARA sera de tyR& P ou RRPR (il existe plusieurs variantes).

2.2 Parametres de Denavit-Hartenberg modifes

La technique la plusépandue pour &trire la gonétrie d’'un bras manipulatetir
consistea utiliser lesparanmetres de Denavit-Hartenberg moéii[Khalil 86]. On as-
socie aui-eme corps le rege R; = (O;, z;, Y z;), aveci =0, 1, ..., n. Pour
placer les represR, aR,,_; selon la égle des paradtres de Denavit-Hartenberg mo-
difies, il convient de suivre lesgles suivantes (voir figure 2.3 page suivante), pour
1=2,3, ..., n:

— O,_; est le pied de la perpendiculaire commune aux axes des lialsongt L;,
situé surl;_,. Siles axes des liaisons sont paelhb, il faut choisir arbitrairement
une perpendiculaire commune;

— x; , est le vecteur unitaire de cette perpendiculaire commune, ergat,; ;
versL;. Siles axes des deux liaisons sont concourants ou confondus, I'orientation
est arbitraire @gle avant, droite, haut) ;

— 2, 4 est un vecteur unitaire de I'axe de la liaisén ;, librement orieréd. On
privilegie gereralement les&battements positifs pour les liaisons prismatiques et
on synetrise greralement par rappoét O le cebattement des liaisons rides ;

-y, est tel que le rere’R;_, soit orthonorné direct.

Ensuite, le repreR, est cefini librement en suivant des conérdtions de simplicé.
De nméme, le pointD,, est choisi de fago@ annuler un maximum de paratres. Un
point O,,,, est asso&@a I'oT du bras manipulateur, selon des &rés ogrationnels :
typiguement, si le bras manipulateur egquige d’une pince, le poinD,,,; repesentera

1A lafois cellea laquelle on attribue la plus grandergralite [Gorla 01] et la plus intuitive en pratique.
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j 2
\

axe liaison

axe liaison
L

L;

FIG. 2.3 — Pararatres de Denavit-Hartenberg modsi

le centre de ses mors. On choisit alors efinde sorte que le poirt?,, ,; se situe dans
le planR; = (O, z,,, z,), conformrémenta la figure 2.4.

- On+1

X

FIG. 2.4 — Placements respectifs desaegsR,, et du pointO,,

Les regresétant choisis, la situation du rere d’un corps respectivemeantelle du
repere du corps suivant peatre cefinie conforn@menta la figure 2.3. Les paragires
a;_1,a;_1,0; etr;,aveci = 1, 2, ... , n, plag@s sur cette figure sont appslpararatres
de Denavit-Hartenberg modi. Textuellement, on peut leéfthir comme suit :

— «;_1 : angle al@brique entre, , etz;, mesué autour dez; , ;

— a;_1 : distance arithratique de la perpendiculaire commune aux axes des liaisons

L;_, etL; mesuée le long de; ,;
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— 0, : angle al@brique entre;, , etz;, mesué autour de; ;

— r; : distance algbrique du poin®; a la perpendiculaire, mes# le long de,.
Les pararatres de Denavit-Hartenberg modgipermettent deétierminer de magre
unigue la configuration des corps et donc &ogetrie du bras manipulateur. Lorsque
I’'on modélise une bras manipulateur, il est souhaitable deesgmter celui-ci dans une
configuration particuére, pour visualiser plus facilement les paedres et annuler cer-
tains pararatres constants. On obtient alors les pataes constants;_ 1, a,_1, 6; et
r; et la configuration des liaison€drite par les paraétresd; et r; variables. A la fi-
gure 2.5, on a explicd un exemple de paratrage dans le cas d’'un bras manipulateur
de type6R.

T4 ' T

Organe terminal

articulations 1 2 3 4 5 6
o; 0 0 0 0 0 0

T T T T

i1 Ol %151 913

a;—1 0 0 |ay | O 0 0

0; g1 | 92 | @3 | 94| 95 | g6

T 0 0 0 | ra 0 0

FIG. 2.5 - Reprage et paragtrage d’un bras manipulateur de tyfie selon la néthode
des pararatres de Denavit-Hartenberg modsi
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2.3 Relations gomeétriques

Conformément au paraétrage de Denavit Hartenberg moéijfla matrice de rota-
tion entre les corpé’;_; etC; est donc :

1 0 0 0 1 0 0 a1 cosf; —sinf; 0 0 10 0 O

T 0 cos ;1 — sin (73N} 0 010 0 sin 02 COS 02 0 0 0100
=LYl sine;;  cosa;_q 0 001 0 0 0 10 001 n
0 0 0 1 000 1 0 0 0 1 00 0 1
R@i,:,rai_l) translationjeai_lgi71 R(;Z.,rai) translat;); der;z;

soit :
cos 0, —sin 6; 0 ;1
T, .= C‘OS o1 S.lIl 0; cgs o;_1c0860;, —sino;_; —r;sino;_q 2.1)
’ sino;_;sinf; sino;_jcosf; coso;_q  T;COSQy_q
0 0 0 1

qui prend la forme :

. Rifl,z’ Di-1, 1
77!—L7; - ( 0 1

ou R;_;, ; repesente la rotation entre les B¥psR,;_; etR,; etp,_; ; la translation entre
ces neémes repres.



Chapitre 3

Modelisation des bras manipulateurs

3.1 Configuration et situation d'un bras manipulateur

De manere classique, leonfigurationd’'un syséme nécanique est connue quand la
position de tous ses points daRg est connue [Neimark 72]. Pour un bras manipulateur,
elle est @finie par un vecteuy den coordonees in@épendantes appedscoordonrees
géreralisees La configuration est alors naturelleme@fidie sur un espac&®” dont la
dimensiom est appeteindice de mobilié. \ est apped espace des configuratiorises
coordoniees @rerali€es correspondent aux grandeurs céristiques des diffrentes
articulations : angles de rotation pour les liaisons’dgs, translations pour les liaisons
prismatiques. On note= (¢, ¢z ... q.)".

La situationz de I'oT du bras manipulateur est alorgfohie parm coordonmees
indépendantes ditesoordonrées ogrationnelles qui donnent la position et I'orienta-
tion de I'oT dansR,. On cEfinira ¢geréralement la situation en fonction de Echea
accomplir : par exemple on pourra ne coisit que la position ded'T et non plus son
orientation. Dans tous les cas, la situation da st cfinie sur un espac#1, de dimen-
sionm < 6, appeé espace oprationnel[Khatib 86]. On noter = (x; x5 ... z,,)7.

Le choix le plus commun pour les paratres de position est celui des coordees
carésiennes. L'expression de l'orientation det'dépend du choix des par&tnes an-
gulaires (voir section 1.2.7).

3.2 Modele ¢eométrique direct

3.2.1 [Efinition

Le mockle geonetrique direct(MGD) d’'un bras manipulateur exprime la situation
de sonoT en fonction de sa configuratibn

f: N — M

¢ — == f(q) G-

LAutrement dit ses coordoias ogrationnelles en fonction de ses coordees @réralises.
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3.2.2 Calcul

Le calcul dumGD consiste dona exprimer la position du poiri?,, , ; et I'orientation
du regreR, lieéalI'oT, en fonction de sa configuration. Il faut pour cela multiplier les
matrices de passage honéogs successives reliant le eepR, lié au [ati au regreR,,
liealor:
Ton(a) = Toa(qr) Tr2(q2) --- Ta1.0(qn)- (3.2)

R n n
= ()

permet donc de conitee 'orientation de IbT dans le repre de base et la position
Pon = (p= py p.)T du pointO,,. Comme pgcddemment, on note :

La matrice :

RO,n =Ty Yy 2y
xZ yZ ZZ

et I'on rappelle qu'il suffit de conrite les prengre et troiseme colonne de cette
matrice pour éfinir de mangére unique l'orientation du ré&pe terminal. La position
(r1 x x3)T du pointO,,,; se dduit alors facilement, compte tenu des coordmm
(an 0 rpy1)f deO, 41 dansk,, :

T1 = Prt apTy+ 'n+1%z,
Ty = Dyt ApTy + Thi12y, (3.3
T3 = P+ apTy+ Tpp12;.

3.2.3 Regles pratiques

Les regles peccdentes permettent de programmegaisent le calcul nu@rique
du MGD. Le calcul analytique permet de diminuer de néaaicongéquente le nombre
d’opérations. Pour cela la connaissance de certaggies et propétes permet de sim-
plifier le calcul :
— les notation®tant gréralement lourdes, on adopte un certain nombre de conven-
tions. On note, pout, j, ... compris entre 1 et :

S; = sing;

C; = cosg;
Siv; = sin(g+g;)
Civj = cos(g+ )

Par ailleursa chaque nouvelle @pation effectée on @finit une variable in-
termédiaire qui permet de n’effectuer qu’une fois un produit ou une addition sur-
venanta de nombreuses reprises ;
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— si'on mene le calcul en effectuant le produit (3&2)ebours (de droita gauche)
on peut s’abstenir de calculer la seconde colonne desreliffes matrices. En
effet, sil'on consi@ére le produit de deux matrices de passage hemesy et B,
avecB pos&dant une seconde colonne @ébermirée donne :

a1 a2 aiz 0\ (b1 * bz 0O a11b11 + aigboy +a13b31  *  ai11b13 + aizboz + aizbzz 0
agy aze azz 0 bor * baz O | a21bi1r + aoobor + aggb3r  *  ao1b13 + agsbag + az3bzz 0
azi aszz asz 0] b3 * bsg O] | asibii +ag2bor +asgsbsi *  azibiz + azabes + azsbss 0

0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 0 1

— si deux transformations se composenégient on effectue tout d’abord leur pro-
duit : c’est le cas en particulier de la transformation dudeux rotations succes-
sives d’axes parales. Par exemple si 'on congieg deux rotations pures succes-
sives de—q, et —g, autour d’'un néme axe, =y, :

Cl 0 —Sl 0 Cg 0 —SQ 0 Cl+2 0 _Sl+2 0
0 1 0 0 0o 1 0 0] 0 1 0 0
Sl 0 Cl 0 Sg 0 CQ 0| S1+2 0 Cl+2 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

3.2.4 Exemple

On traite ici le cas du bras manipulateur de tgpedont le pararatrage &te établi
precedemment la figure 2.5 page 16. On calcule tout d’abord les matrices de passage
homogenes successives. D'&w( 2.1 page 17), on obtient :

c; =5 00 Cy =S5 0 0
S co0o0 B 0 0 -10
Tor = 0 0 10 T = Se Cy 0 0
0 0 01 0o 0 0 1
Cg —53 0 a9 C4 —54 0 0
o Sg 03 0 O . 0 0 —1 —T4
Ths = 0 0 1 0 Tsa = S, C, 0 0
0 0 0 1 0o 0 0 1
Cs =S5 00 Cs —S¢ 0 0
0 0 10 0 0 -—10
T, = T . —
4,5 —Ss —Cs 0 0 50 Ss Cs 0 0
0 0 01 0o 0 0 1



3.2. Modele geometrique direct

21

La multiplication des matrices, selon leggies pecedemmenénon&es fait appaiitre

les variables auxiliaires suivantes :

Dy
D

La situation est alors do@e par :

— position dansk; :

— orientation dans,, avec les cosinus directeurs incomplets :

azCy

asSs

CsCs

—55C%

CyD3 — 5456
CySs

SySs

Cor3Ds + Soi3Dy
Cot3Dg + S243C5
r4S243 + Dy
Ci1Dny

S1Dqy

—14Co43 + Dy
C1Dy + 51D
S1Dy — C Dy
Sor3Ds — Cyy3Dy
S1Dyg — C1 Dy
So43Dg — Coi3C5
Zy Ty — 2y Ty

Zp Ty — Zy Ty

Dz + 7 Zg

py + 7 Zy

Pz + Tr7 22

Ty = Pz tT72g
Ty = Py + 7y 2y
T3 = P,+7T72

Ty = Ty
Ty = Ty
Tg — Ty
T7r = Zy
Ty = Zy
Tg = Z

— orientation dans?,, avec les angles d’Euler :
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e Siz, # +1:
ry =1 = atanz,,—y,)
rs =60 = acosz,
re =@ = atanz,,z,)
e Siz,=1:

x5 = w(l—2,)/2
T+ 2,06 = atandy,,x,)

3.3 Modele ¢eometrique inverse

3.3.1 [Efinition

Le mockle geonetrique inversgMaGl) d’'un bras manipulateur permet d’obtenir la
ou les configurations correspondanine situation dedT donree. UnmGI est donc tel
que:

f1 M — N
v — q=f"1(z)

La resolubilie dumal, c’esta-dire I'existence d’'un nombre fini de solutions est
fondamentale en matie de conception. Supposons que la situatiatiun bras ma-
nipulateura n liaisons soit exprirae par un nombre: minimal de pararatres (voir
section 1.2.7). Supposons par ailleurs gusit une situation accessible par le bras ma-
nipulateur, c’est-dire que la situation appartieat’ espace de travafl. Alors (dans la
majorite des cas) :

— sin < m, il Nexiste pas de solution auGl ;

— sin = m, il existe un nombre fini de solutions en dehors de certaines configura-

tions, appetesconfigurations singudires ;

— sin > m, il existe une infinié de solutions.

On sait que dans les cag 0 < 6 les bras manipulateurs sont taaubles c’esta-dire
gu'il existe une solution connue aus!. C’est aussi le cas de la plupart des structares
six liaisons, notamment celles pésant urpoignet splrique (trois derneres liaisons
rotoides concourantes). Enfin, seul le calculvial permet de conrire le nombre de
solutions.

(3.4)

3.3.2 Calcul

Il n’existe pas de rathode analytique sy&@tatique pour calculer lgGi. Le mieux
est de reprendre lesquations dwmGD, préalablement calcalet de mener le calcal
I'envers. Le calcul se fait alors au cas par cas. |l €&&glement ais pour un bras
manipulateuga moins de six axes, comme les bras manipulateur de type SCARA. Dans

2|l ’est pas toujours facile de savoir si c’est le cas.
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le cas @ n = 6, I'existence d’un poignet sg@nique permet de&buter la esolution par
I'inversion du systme 3.3, soit :

Pz = T1— QnZy — Tn41z,
Dy = To— ATy — T'ni1Zy,
Pz = T3 = apT; — Tpn412z.

On résout ensuite le sy&tine déquations non-lieaires que constitue GD, pour ex-
primer lesg;, pouri =1, 2, ..., n en fonction dev,, p,, p. et des cosinus directeurs.

3.3.3 Exemple : voir TD
3.4 Modele cirematique direct

3.4.1 [Efinition

Le mockle cirematique direc{McD) du bras manipulateur donne la relation entre
lesvitesses oprationnellest et lesvitesses gréraliseesj du bras manipulateur :

T =Jq, (3.5
ou J = J(q) est lamatrice jacobiennele la fonctionf, de dimensionn x n :

J TqN — T.M
of

g — &=Jg, ouJ=—-.
dq
La matrice jacobienne repsente I'application li@aire df entre les espaceB N et
T, M, respectivement tangerds\ eng eta. M enz = f(q).

On peut alternativemeng&dinir le mockle diferentiel direct(MDD) qui donne I'ac-
croissement infindsimaldx de la situation en fonction d’'un accroisseméntde la
configuration :

dx = Jdq.

3.4.2 Calcul

Le calcul dumcD, dans le cadreéyérique, ne sera pas vu dans ce cours. On remar-
guera simplement que pour des structures simplesCie peutétre obtenu par simple
dérivation dumGD. Ceci n’estévidemment plus valable pour des structures dast
plus de quatre liaisons.

3.4.3 Intéréet et exemple : voir TP (si le temps le permet)



Annexe A

Modelisation d’'un bras manipulateur
de type SCARE

A.1 Robot de type SCARA : présentation

On designe commuement sous I'appellation debots de type SCARdes robots
a quatre axes dont la cime cirematique esiRRPR. La figure A.1 repesente deux
mockles industriels de robots de type SCARA. Le second de ces robots, le Samsung
RSM-5, sera I'objet de notretude.

¥
¥ . . - L
- 1] |
(a) Robot EPSON EL-653M (b) Robot Samsung RSM-5

FIG. A.1 — Exemples de robots de type SCARA

A cause de leur ciematique, ces robots sont bien a@egt tous les travaux de ma-
nipulation de palettes, de ttes ou de cartouches, ou plusrgralement d’objets devant
étre saisis et @la@s soit paratlement, soit perpendiculairement’horizontale. On
les rencontre notamment sur desicles de production (voir figure A.2).
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A.2 Robot Samsung RSM-5 : moélisation

Les caradristiques principales du robot Samsung RSM-5 sont desa la figure
A.3. Le sclema A.3(a) permet notamment de comprendre larotique de ce robot.

1. On rappelle que le robot est de typ&RPR, les deux dermres articulations
concernant la moee—descente et la rotation de I'organe terminal autour de son
axe. Dessiner le séma cirematique de ce robot.

A.2.1 Geometrie du robot

Espace de travall

On s’interesse tout d’abord I'espace de travail du robot. En I'absence d’obstacles
particuliers, le premier axe vertical, les bas articulaires du robot et biéridemment
la longueur des diffrents axes constituent les seules limitations de I'espace de travalil
du robot.

1. Relever les valeurs des lagts articulaires du robot.

2. Le robotétant syrétrique, ses bées onéte pla@&es en respectant cette Stnie.
Repesenter en vue de dessus (et en grand) les positions limites du robot, lorsque
celui-ci est en bue sur les articulations 1 et 2. Il est congeile respecter une
échelle cokrente.

3. Sur cette rd@me figure, dessiner I'enveloppe de I'espace de travail, dans un plan
horizontal don@ (les articulations 3 et 4 ne sont pas actiees). Cela se fera
aissmenta l'aide d’un compas et d’'un rapporteardefaut, essayer dtre ealiste).

4. Donner les points particuliers de cette enveloppe.

5. Quelle estla dimension de I'espaceogtionnel du robot ? Toutes les articulations
influent-elles de maere identique sur la position de I'organe terminal ? Déespr
ces remarques, reggenter sur un séma en perspective I'allure du volume de
travail du robot, pour une orientation quelconque de son organe terminal.

6. Poureéviter la collision de I'organe terminal avec le premier corps vertical, I'or-
gane terminal ne peut s’approctiemoins del55 mmcet de I'axe de ce corps.
Veérifier que cette condition est remplie. On se eemorera pour cela I'antique
théoeme d’Al Kashi.

On souhaite maintena&tablir le moakle geonetrique direct du robot.

Paramétrage

1. Quelle pécaution concernant la configuration du robot egtcpnig€e dans le
cours pour placer les repes selon la convention de Denavit-Hartenberg 2&éssaire
refaire un sckma cirematique du robot dans une configuration adept
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2.

3.

Placer les represR, a R; sur le sckma, en respectant les conventions de pa-
ramétrage vues en cours (paratres de Denavit-Hartenberg mods).

Rassembler dans un tableau les parmes de Denavit-Hartenberg modsi :
a;_1, o;_1, 15, 0;, dont on rappellera bevement la dfinition. On ajoutera ce
tableau une ligne donnant la valeur des pares de configuration, regg;, dans
la configuration du s@ma ciematique.

Relever les valeurs numniques de ces paranes. On continueraéanmoins les
calculs en conservant les notations symboliques. Les valeurgriguas seront
utilisésa des fins de@rification.

Modele geometrique direct

1.

Rappeler la dfinition du moele geonetrique direct. On noter@la configuration
du robot etr sa situation. Quelle sont les dimensions respectivesaede ? Quel
est le dege de liberé de I'organe terminal du robot ?

. Rappeler la formulation@rérale de la matrice de passage; ; d'unregereR,;_,

a un regre R;, dans le cas w I'on respecte la convention des paktnes de
Denavit-Hartenberg modés.

. Calculer les matrices de passage successives dufphot, pouri =0, 1,..., 5.

On noteral; = cos¢q;, S; = sing;, Ciy; = cos gi4; €1.S;4; = sing4j, ...

Multiplier les matrices de passage entre elles (dans le bon ordre) pour obtenir
le mockle geonétrique direct du robot. On prendra &ncore soin de respecter
les recommandations du cours concernant éhwode de calcul. En particulier,

on introduira des variables inteadiaires natesD;, D,, ..., a chague nouvelle
addition ou multiplication entre variablegjd definies.

. Vérifier le moakle obtenu dans au moins deux configurations : la configuration du

sckema ciematique et une configuration plus quelconque, par exemple corres-
pondanta un des points particuliers reks/sur I'enveloppe de I'espace de travalil.

. Donner l'orientation de I'organe terminal expi@® par les angles d’Euler. Est-ce

la repésentation de I'orientation de I'organe terminal aéapau robottude ?
Proposer une alternative.

Modele geometrique inverse

1.

2.

Rappeler la dfinition du moele geonetrique inverse. D’'a@s la prengre ques-
tion de la section A.2.1, que peut-on dire sur le nombre de solutions admises par
ce moele ?

Calculer le modle geonetrique inverse du robot.

Modele cirematique direct

1.

Rappeler la dfinition du moele cirematique direct du robot et de sa matrice
jacobienne, n@&e J(q).
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2. Sil'on repiesente l'orientation de I'organe terminal du robot par I'angle de lacet

a=x40na;:
T (%% G
T ) ]
Zl=1 =@ |2
€3 Uy qs3
T4 Wy G4

Calculer la matrice jacobienn&q) en cerivant lesequations du magle geone-
trique direct.

3. Le rang de la matrice jacobienne, c’éstlire le nombre maximum de lignes ou
de colonnes ingpendantes, donne le dégie liberé de I'organe terminal. En
effet, celui-ci correspond la valeur maximale du rang dég), lorsqueq balaie
I'espace des configurations. Pour le robtidg, J(q) est de dimensiod x 4 et
de rang maximunggala 4. On en éduit que le rang dé(q) n’est plus maximal
lorsque son éterminant s’annule.

Calculer I'expression duéterminant de/(q). Pour quelles configurations cé-d
terminant s’annule-t-il (on appelle ces valeurs ¢esfigurations singuéiresdu
robot) ? Commenter.
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FIG. A.2 — Exemples d’utilisation du robot Samsung RSM-5
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FIG. A.3 — Caracgristiques du robot Samsung RSM-5
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